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Este material tedrico coleciona algumas aplicacoes inte-
ressantes dos casos de congruéncia de triangulos estudados
na primeira parte.

1 O problema do tridngulo russo

O objetivo dessa secao é resolver o problema abaixo,
que é conhecido como problema do tridngulo russo.
Originalmente, esse problema foi proposto na All-Russian
Mathematical Olympia, a olimpiada nacional de Ma-
tematica da extinta Unido Soviética. Conforme o leitor
pode perceber apés uma leitura cuidadosa, esse problema
ressalta a igualdade dos lados adjacentes a base de um
triangulo isdsceles, que por sua vez decorre do caso de con-
gruéncia LAL.

Exemplo 1. Sabendo que o triangulo abaixo € isdsceles de
base BC, calcule a medida x do dngulo Z BED.

A

Solugao. Comegamos observando que, sendo ABC um
triangulo isdsceles, temos:

180° — BAC' _ 180° — 20°

= 80°.
2 2

ABC = ACB =

Daf segue que DBE = 80° — 60° = 20° e que ECD =
80° — 50° = 30° (veja a figural[l).

Denominamos por F' o ponto de interse¢cao dos segmen-
tos BE e C'D. Lembrando que a soma dos angulos internos
de um triangulo é igual a 180° e aplicando esse resultado

L Olimpiada de Matemdtica de Todas as Rissias, em traducio
livre.

Figura 1: o problema do tridngulo russo.

ao triangulo BCF, temos:

FBC+ BCF + BEC = 180° = 60° + 50° + BFC = 180°
= 110° + BFC = 180°
= BFC =180° — 110°
= BFC =170°.

Observe agora que ZBFC e ZDFE sao OPV. Logo,
BFC = DFFE = 70°. Note também que

180° = BFE = BFC + CFE = CFE = 110°.

Utilizando mais algumas vezes o argumento acima (sobre
a soma dos angulos internos de um triangulo ser sempre
igual a 180°), obtemos ainda BFD = 110°, BDF = 50° e
FEC = 40° (veja a figura [).

Ainda de acordo com a figura 2] veja que os tridngulos
EAB e BCD sao is6sceles, com bases respectivamente AB
e CD. Portanto, temos

EA=FEB ¢ BC=BD.

Considere, agora, o ponto G € AC, tal que CBG = 20°.
Entao temos BGC = 80°, pois a soma dos angulos internos
de BC'G é igual a 180°, o que implica BCG isésceles com
base CG. Logo, obtemos

BG = BC = BD.

Dai, segue que o triangulo BDG é isosceles com base DG.
Mas, como

DBG = DBF + FBG = 20° + 40° = 60°,
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Figura 2: angulos no tridngulo russo.

concluimos que BDG é, de fato, equildtero. Assim, obte-
mos:

DGE = 180° — (DGB + BGC)
= 180° — (60° + 80°)
= 180° — 140° = 40°.

A

Finalmente, note que o triangulo BGE é isé6sceles de
base BE, pois os angulos adjacentes & base medem ambos
40°. Entao,

DG = BG = EG,

e segue que DEG também é isdsceles, com base DE.

Por fim, como a soma dos angulos internos de DEG ¢é
igual a 180°, cada angulo da base mede 40 + = e o outro
angulo interno mede 40°, temos:

2(40° + ) + 40° = 180° = 80° + 2z + 40° = 180°
= 2z = 180° — 120° = 60°
60°

=30°.
2

==

N

2 Um outro problema envolvendo
angulos em um triangulo

O problema que discutimos nesta secao ressalta o fato,
ja utilizado no problema anterior, de que por vezes uma
construcao auziliar facilita bastante a andlise de um pro-
blema.

Exemplo 2. Nas notacées da figura abaixo, temos BAC =
100°, AB = AC e AD = BC. Calcule, com justificativa,
a medida do angulo Z/BCD.

Solugao. Comecamos observando que, como AB = AC,
o tridngulo ABC' é isdsceles de base BC.

A

100°

B 40 40°

140°
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Além disso, a partir de BAC = 100°, obtemos:

ABC = a0p = BV 100 _ 807 450

2 2
Ainda temos que DBC = 140°, pois ZDBC e ZABC sao
suplementares.

Agora, considere o tridngulo ADFE, congruente a ABC,
onde F pertence ao mesmo semiplano determinado pela
reta jﬁ que contém o triangulo ABC'. Entao, DAE = 40°
e, assim:

EAC = DAC — DAE = 100° — 40° = 60°.

Mas, como AE = AC, segue que FAC é isésceles de base
EC, com angulo do vértice igual a 60°. Entao, AEC é
mesmo equilatero, de sorte que EC' = EA.

Concluimos, pois, que

ED=FA=EC,
e o tridngulo EDC ¢ is6sceles de base C'D. Além disso
DEC = DEA + AEC = 100° + 60° = 160°.

Logo, cada angulo da base de EDC mede 10°, e concluimos
que

BCD = ACE -~ ACB —DCE
— 60° — 40° = 10° = 10°.

O

3 Sobre as principais cevianas de
um tridngulo

Uma ceviana de um triangulo é qualquer segmento que
liga um vértice do triangulo & reta suporte do lado oposto.
Dado um tridngulo ABC, a bissetriz interna relativa
ao vértice A é o segmento de reta contido na bissetriz do
angulo BAC e que vai desde o vértice A até o lado BC.
Analogamente, podemos definir as bissetrizes internas re-
lativas aos vértices B e C.

E claro que as bissetrizes internas de um triangulo qual-
quer sao exemplos de cevianas do mesmo. A seguir, apre-
sentamos uma propriedade bastante importante dos pon-
tos que estao sobre uma bissetriz interna de um triangulo
qualquer.

Proposicdo 3. Se P € um ponto sobre a bissetriz interna
AD do trigngulo ABC, entdo d(P,AB) = d(P,AC).

Prova. Sejam @ e R, respectivamente, os pés das perpen-
diculares baixadas de P a AB e a AC"

C

Entao, os triangulos APQ e APR s&o congruentes pelo
caso ALAo, pois AP é um lado comum aos mesmos, os
angulos ZPAQ e ZPAR tém a mesma medida (que é a me-
tade da medida de’ZBAC) e, além disso, P@A = PRA =
90°. A partir dessa congruéncia, obtemos PQ = PR, ou
seja, d(P, AB) = d(P, AC). O

As bissetrizes externas de um tridngulo qualquer sdo
as bissetrizes dos angulos externos do triangulo. E impor-
tante observar que um resultado andlogo ao enunciado na
Proposicao Bl também é védlido para uma bissetriz externa
qualquer. De fato, esse resultado vale para a bissetriz de
um angulo qualquer, e nao é simplesmente uma proprie-
dade dos pontos que estao sobre a bissetriz, mas a caracte-
riza como o conjunto dos pontos que equidistam dos lados
do angulo em questao.

Observamos ainda que (veja a figura a seguir), se AD e

C

zﬁ sao, respectivamente, as bissetrizes interna e externa
do triangulo ABC', entao DAE = 90°. Com efeito, a partir
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de
BAD + DAC + CAE + EAF = 180°,

temos N N
2DAC +2CAFE = 180°

ou, 0 que é 0 mesmo, 2(D21\C + CA\E) = 180°. Entao,
DAE = DAC + CAE = 90°.

Dado um triangulo ABC, definimos a mediana relativa
ao vértice A como sendo o segmento AM, onde M é o
ponto médio do segmento BC. Analogamente, definimos
as medianas relativas aos vértices B e C.

A

B M C

Definimos ainda a altura do tridngulo ABC relativa ao
vértice A (ou relativa & base BC) como a medida do seg-
mento AH, onde H é o pé da perpendicular & reta
e que passa pelo vértice A. Também podemos definir, de
forma andloga, as alturas relativas aos vértices B e C.

A

B H C

Um resultado famoso, conhecido como o Teorema de
Ceva d4 uma condigao necessaria e suficiente para que
trés cevianas de um triangulo, uma partindo de cada um
de seus vértices, sejam concorrentes: Uma consequéncia
relativamente imediata desse teorema é que as bissetrizes
internas, as medianas e as alturas.de um triangulo qual-
quer sdo sempre concorrentes. Para uma demonstragao do
Teorema de Ceva, veja a Segao 4.4 de [1].

Dicas para o Professor

Sugerimos que sejam utilizadas trés sessoes de 50min
para discutir todo o conteido desse material (uma sessao
de 50min para para sec¢do). Faca o problema do triangulo
russo com bastante calma, pois o excesso de triangulos que
aparecem na figura pode acabar confundindo o estudante.
Essa mesma observagao vale para o problema resolvido na
se¢ao

Para abordagem diferente ao problema do triangulo
russo, veja a sugestao ao problema 22 da Secao 2.3 de

[1]. As referéncias [1] e [2] trazem vérios outros proble-
mas interessantes envolvendo o conceito de congruéncia de
triangulos.
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